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1 EINLEITUNG

Ist es nicht eine unnltze Beschaftigung, sich Gedanken Uber die Ma-
thematik zu machen? Ist dort nicht alles klar? Mathematik ist doch
- zum Gllck gibt es Uberhaupt noch eine - die einzige Wissenschaft, wo
es objektiv wahre/gliltige Aussagen gibt und Verfahren, sie unumstoB-
lich zu beweisen. Und darin sind sich die meisten Mathematiker und
Nichtmathematiker einig. Die Autoritat der Mathematik ist unangefoch-
ten. Man mag einwenden, dass das daran liegt, dass viele in der Schule
schlechte Erfahrungen mit Mathematik gemacht haben (Versagenser-
fahrungen), aber der Respekt wird durch die Angst eher noch vergro-
Bert. AuBerdem Uberzeugt Mathematik durch ihr ,Funktionieren®, ihre
Anwendbarkeit. Die Aussage Galileis aus dem Jahre 1623 scheint immer
noch gultig zu sein: ,Es [das Universum] ist in der Sprache der Mathe-
matik geschrieben, deren Buchstaben Dreiecke, Kreise und andere ge-
ometrische Figuren sind; ohne diese Mittel ist es dem Menschen unmdég-
lich, auch nur ein einziges Wort zu verstehen." Die gesellschaftlich un-
angefochtene Stellung der Mathematik schltzt die Mathematiker vor
Rechtfertigungs- und Argumentationsdruck. Unter diesen Vorzeichen
haben die Fragen ,Sind die Aussagen der Mathematik wahr?" und , Wo-
durch ist das mathematische Wissen begrindet?" einen ketzerischen
Charakter.



In krassem Gegensatz zu diesem Bild steht die Hilflosigkeit von Wis-
senschaftstheoretikern und Philosophen, die versuchen, das ,Phano-
men" Mathematik zu erklaren.

Nahert man sich der Mathematik aus einem philosophischen Interes-
se heraus, so stellen sich zahlreiche Fragen, wie z.B.:

1. Frage nach dem Gegenstand

Mit was beschaftigt sich die Mathematik? Was ist der Gegenstand der
Mathematik? Die naheliegende Antwort ,Zahlen, geometrische Figuren
und Verknupfungen/Operationen zwischen ihnen®™ oder die Antwort des
Mathematikers ,Mengen und Strukturen" bleiben unbefriedigend; Zah-
len, geometrische Figuren und Mengen sind keine Gegenstande unserer
Welt, da sie weder eine Ausdehnung noch andere sinnliche Eigenschaf-
ten haben. Die Gegenstande der Mathematik scheinen aus einer ande-
ren Welt zu stammen, und doch stehen wir vor dem Phanomen, dass
Sachverhalte und Prozesse in Natur und Gesellschaft mit ihrer Hilfe
beschrieben und vorhergesagt werden kdénnen.

2. Frage nach den Methoden

Mit welchen Methoden arbeitet die Mathematik? Diejenigen, die Mathe-
matik anwenden, werden sagen ,Rechnungen®, Mathematiker ,Bewei-
se". Reicht es als Rechtfertigung fir Rechenmethoden zu sagen, sie
funktionierten? Warum bestehen Mathematiker dann auf Beweisen?
Wann ist etwas bewiesen? Beweise sind an Schule und Universitat mit
einer besonderen Aura umgeben und scheinen etwas Geheimnisvolles
zu sein: Der Abschluss eines Beweises befriedigt Nichtmathematiker,
wie z.B. SchilerInnen, wenig und lasst mehr Fragen offen (,Was war
das?"), als er beantwortet.

AuBerdem bringt das Ritual der Beweisfuhrung flir Nichtmathemati-
ker verschiedene Schwierigkeiten und Ungereimtheiten mit sich:
1) Auch Mathematiker kénnen nur unbefriedigend erklaren, welche
Kriterien ein Beweis erflllen muss. Es gibt in der mathematischen Zunft
einen gewissen Konsens, der starker an asthetischen Kriterien als an
Logik orientiert zu sein scheint. Der Beweis soll kurz, Uberschaubar,
elementar usw. sein. Auch bei langst bewiesenen Satzen wird so lange
nach neuen Beweisen gesucht, bis diese Anspruiche befriedigt sind.
2) Der ,Laie" fragt sich auch, was an einem Beweis interessant ist,
wenn ein Satz bewiesen wurde. Sind dann nicht Konsequenzen und
Anwendungen wichtiger? Das Mathematikstudium besteht aber im we-
sentlichen darin, Beweise zu wiederholen, die schon unzahlige Male,
z.T. schon von Generationen von Mathematikstudenten nachvollzogen



wurden. Eine Erklarung dafir ist, dass kein Beweis je Uber alle Kritik
erhaben ist, sondern sich immer wieder der Kritik aussetzen muss.

3) Im Mittelpunkt des Beweises steht oft eine Idee (man hat sie oder
man hat sie nicht). Kann man Beweise lernen?

4) Das Werkzeug der Beweise sind die logischen Gesetze, die in der
Schule gar nicht und an der Universitat nur in sehr rudimentarer Form
Gegenstand der Ausbildung sind.

5) Beweise flihren Satze immer nur auf andere Satze zurick (,Unendli-
cher Regress"; was ist damit gewonnen?).

3. Ist Mathematik eine Erfindung oder eine Entdeckung?

Descartes sagte: ,Wer Mathematik treibt, erfindet eine Ordnung. Sie ist
kein von Ewigkeit her geschriebenes Gesetz." Dies steht im Widerspruch
zu dem am Anfang beschriebenen Image der Mathematik und dem
Sprachgebrauch der Mathematiker, nach dem mathematische Gesetze
unabhangig vom Menschen existieren, ewig und unveranderlich sind,
also , gefunden" oder ,entdeckt" werden. Der Standpunkt der ,Entdek-
kung" wirft zahlreiche Fragen auf: Wo existieren diese Gesetze dann?
Durch welche Fahigkeiten haben wir Zugang zu diesen Gesetzen? Sind
die Mathematiker ,Medien", die wie Wilinschelrutenganger sinnlich un-
zugangliche Wahrheiten aufsplren? Ist Mathematik eine Wissenschaft
oder eine Disziplin der Esoterik? Wird dagegen die Mathematik als Er-
findung verstanden, dann ist sie Menschenwerk, mit menschlichen Un-
vollkommenheiten behaftet, in gewisser Weise willktrlich, und ihr Bezug
zur Wirklichkeit nicht so leicht erklarbar.

4. Was ist ,Verstehen" in der Mathematik?

Fir Lehrende und Lernende stellt sich immer wieder die Frage: Wann
hat man Mathematik verstanden? Soll der Schulunterricht ein Miniatur-
Abbild des Universitatsstudiums sein, in dem Mathematik axiomatisch
verstanden wird, d.h. dass die Aussagen - ganz im Sinne Euklids
(s.S.27) - aus einigen Grundaussagen (Axiomen) hergeleitet werden?
Dann musste der Unterricht im wesentlichen formal orientiert sein, und
Logik musste eine zentrale Rolle spielen. Oder ist Mathematik eine Wis-
senschaft - im Sinne Kants - , die sich im Raum der reinen Anschau-
ung/Vorstellung bewegt? Dann misste vor allem die ,anschauliche®
Interpretation mathematischer Begriffe und Aussagen gelbt werden.
Oder ist - im Sinne Wittgensteins - Mathematik ein Regelwerk, das man
dann verstanden hat, wenn man die Regeln mdglichst oft anwendet und
dadurch in der Anwendung Sicherheit gewinnt?

Der traditionelle Mathematikunterricht wirkt wie ein Gemisch aus
allen diesen Positionen, wobei das , Gewissen™ der MathematiklehrerIn-
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nen auf das axiomatische Denken der universitaren Mathematik fixiert
zu sein scheint und die anderen Mdglichkeiten (z.B. Schulung der An-
schauung, Lésen von Aufgben) allenfalls als didaktische Zugestandnisse
angesehen werden.

Zur naheren Beschaftigung mit diesen und vielen anderen Fragen ist
es hilfreich, zunachst einmal zu klaren, was unter Wahrheit und Wissen
in der Mathematik zu verstehen ist.

Obwohl diese Frage seit 150 Jahren heftig diskutiert wird, hat sie
1973 einen neuen AnstoB erhalten, als der amerikanische Philosophie-
Professor Paul Benacerraf (Princeton University) auf einem Symposium
zu dem Thema ,Mathematische Wahrheit" ein spater nach ihm benann-
tes Dilemma vorgetragen hat, das seitdem im Zentrum der Diskussion
Uber Philosophie der Mathematik steht.

Dieses Dilemma ist u.a. aus drei Grinden von groBem Interesse:

1. Es hat eine seitdem nicht mehr abbrechende Diskussion in der Philo-
sophie der Mathematik ausgelést, die in mancher Hinsicht an die sogqg.
Grundlagenkrise der Jahrhundertwende (s.S.28) erinnert. Allerdings
findet diese Diskussion weniger unter Mathematikern als unter Philoso-
phen statt.

2. Durch diese Diskussion hat die Philosophie der Mathematik eine ,Re-
naissance" (Irvine 1990) erlebt, die die Resignaton und den Pragmatis-
mus, der nach der Ausweglosigkeit der Grundlagenkrise vorherrschten,
abldste.

3. In diesem Dilemma flieBen zentrale Themen der heutigen philosophi-
schen Diskussion zusammen: Realismus und Nominalismus, Rationalis-
mus und Empirismus, Wissen und Wahrheit. AuBerdem ist der Versuch,
die Bedingungen flr Wahrheit und die Rechtfertigung unseres Wissens
in einer einheitlichen Theorie zusammenzubringen, ein klassisches The-
ma der Philosophie, das auch heute noch nicht befriedigend geldst ist.
So sagte Putnam 1986: Es ist die Zeit flr ein ,Moratorium Uber
Ontologie und Epistemologie® gekommen (Putnam 1993, S.218). Gera-
de in der Philosophie der Mathematik haben sich viele metaphysische
Illusionen gehalten, die in der Ubrigen Philosophie langst problematisch
geworden sind (ganzheitliche Erklarung fir Wahrheit, Referenz und
Wissen; Letztbegriindung). In der Diskussion Uber das Benacerrafsche
Dilemma ist die Philosophie der Mathematik mit den zeitgendssischen
Problemen der Philosophie verbunden.

Ich werde in dieser Arbeit zunachst die Grundproblematik des Benacer-
rafschen Dilemmas darstellen. Diese Vorgehensweise mag wie ein
Sprung ins tiefe Wasser wirken, sie hat aber den Vorteil, dass sie das
zentrale Problem benennt, auf das im folgenden unter verschiedenen
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Aspekten zurlckgegriffen werden kann: Welche philosophischen Prob-
leme sind mit den Begriffen von Wahrheit und Wissen verbunden? Wel-
che Sonderstellung nimmt die Mathematik dabei ein? Was ist das Be-
sondere dieses Dilemmas, da Wahrheit und Wissen sicher nicht erst im
Jahre 1973 zu einem Problem wurden? Gibt es Ldsungsansatze des
Problems?

Ich sehe die Berechtigung dieses Buches vor allem darin, dass es
bisher keine zusammenhdngende Darstellung in deutscher Sprache gibt.
Weder ist der Vortrag von Benacerraf bisher Ubersetzt, noch ist die
Diskussion dieser Themen, die in der angelsachsichen Literatur mit
einigem Interesse verfolgt wird, in Deutschland populdr. Die Philosophie
der Mathematik fihrt bei uns ein relatives Schattendasein. Das ,Land
der Dichter und Denker" ruht sich auf den Lorbeeren der Vergangenheit
aus. Die essayistische Kultur der Reflexion und Kritik auBerhalb von
Deutschland hat hier immer noch wenig Freunde. AuBerdem nehme ich
das Benacerrafsche Dilemma als Aufhanger, um klassische Positionen
der Philosophie der Mathematik darzustellen und eine EinfUhrung in
zentrale Begriffe der gegenwartigen analytischen Philosophie zu geben.

FUir Anregungungen und Unterstlitzung bei der Arbeit an diesem Thema
danke ich vor allem

Dr. Lorenz Wernisch, der ,grauen Eminenz" dieses Buches, der mir bei
allen Fragen und Problemen kritisch und hilfreich zur Seite stand und
Korrektur las,

und auBerdem

Dr. Thomas Mormann, der mich flir das Thema interessierte,

Prof. Hans Poser fur die Ermutigung und

Ilse Blum fiir die Unterstiitzung bei der Ubersetzung des Artikels von
Paul Benacerraf.



2 DAS BENACERRAFSCHE DILEMMA

Paul Benacerraf beginnt seinen Vortrag Uber mathematische Wahr-
heit (1973) mit einer idealtypischen Konstruktion. Er behauptet, dass
alle Theorien der mathematischen Wahrheit und des mathematischen
Wissens auf zwei Modelle reduziert werden kénnen, die in komprimier-
ter Form folgendermaBen lauten:

DAS DILEMMA (kurzgefasst):

Die Bedingungen fir Wahrheit und Wissen schlieBen sich gegenseitig
aus. Entweder haben mathematische Satze eine Bedeutung, dann
bleibt die Gewissheit mathematischer Erkenntnis unerklarlich, oder
man rettet die Sicherheit mathematischer Aussagen, die sich auf
formale Beweise stutzt, dann muss man auf Bedeutung und Wahr-
heit verzichten.
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